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| Reelle Zahlen

Die Quadratwurzel (kurz: Wurzel) einer Zahl a (a = 0) ist diejenige nicht
negative Zahl, deren Quadrat a ergibt. Schreibweise Va.

Viele Quadratwurzel v/a sind keine rationalen Zahlen (mit endlicher oder
unendlich periodischer Dezimalbruchdarstellung), sondern irrationale Zahlen
mit unendlichen, nicht periodischen

Dezimalbruchdarstellungen.

Die Mengen der rationalen und
der irrationalen Zahlen
ergeben zusammen die Menge
der reellen Zahlen R.

R\Q

NCZCQCR
Rechenregeln fir Quadratwurzeln:
2 ..
(Va)" =a firallea>0
aber: va? = |a| firallea e R

Va-vb=+a-b und va:vb =Va:bmith # 0, fiir allea,b > 0
Binomische Formeln:
(a + b)? = a® + 2ab + b?

(a- b)? = a%? - 2ab + b?
(a + b)(a- b) = a® —b?

,Plusformel”
~Minusformel”
,Plus-Minus-Formel*

Rationalmachen des Nenners: Nenner enthalt ...
... eine Wurzel = Erweitere mit der gleichen Wurzel
... eine Summe/Differenz von Wurzeln = Erweitere m. Hilfe der 3.BiFo

1. Rationale oder irrationale Zahl?

a) 7 a) irrational, da 7 keine Quadratzahl ist
b) 5,36 b) rational, da 5,36 = 52
c) V324 c) rational,da...= 1,8
d) 1,21122111222... d) irrational, da nicht periodisch
. Berechne.
a) /(—6)2 a) ..=|-6]=6
b) V3-V72 b) ..=V3-2-36=6V6
c) Va8:\3 c) .=Vi6=4
d) V9+16 d) ..=v25=5#+9+16
. Berechne.
a) (3x+5y)? a) ..=9x2+30xy + 25y2
b) (15a- zb)2 b) ..=225a% - 2ab +:b?
¢ 3 — 92 _ 6
) (VZu+Vi8v*)(VZu - VI8v?) g)) " iy
d) Va?-8a+16 )
. Mache den Nenner rational.
12 ¢_
a 7 a) a= %6
b) % b) .= 8(5-V3) _ 4(5-V3)

25-3 11
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Il Quadratische Funktionen und Gleichungen

Funktionen der Form f:x ~ ax? + bx + ¢ heilen
quadratische Funktionen.

Ihre Graphen Gt heil3en Parabeln.
Der Graph der Funktion g mit g (x) = x? heit Normalparabel.

Gy istfar a > 0 nach oben geoffnet,
a < 0 nach unten geodffnet;

fur |a] > 1 enger als die Normalparabel,
la] <1 weiter als die Normalparabel.

Scheitel: tiefster (a > 0) bzw. hochster (a < 0) Punkt von Gt
Sonderfélle:

f(x) = x* + e = Gyisteine um e Einheiten in y — Richtung
verschobene Normalparabel; S (0] e)

f (x) = (x- d)? > Grist eine um d Einheiten in x — Richtung
verschobene Normalparabel; S (d | 0)

Darstellungsformen:

Allgemeine Form: f(x) = ax? + bx + ¢ (Olc) auf Gy
Scheitelpunktform: f(x) = a(x + d)*+e  S(—dle)
Nullstellenform: f(x) = a - (x — x;)(x —x,) Nullstellen: x; und x,

Mit Hilfe der quadratischen Erganzung gelangt man von der allgemeinen
Form zur Scheitelpunktform. (vgl. Aufgabe 1).

Losungsformel fur guadratische Gleichungen
Quadrat. Gleichung: ax?> + bx +c =0
Diskriminante D = b? — 4ac

—b + Vb2 — 4ac
x12 =5
’ 2a

D > 0: 2 Losungen (Nullstellen)
D = 0: 1 Losung (Nullstelle)
D < 0: 0 Lésungen (Nullstellen)

- Scheitel liegt auf x-Achse

1. Beschreibe den Graphen zu f mdglichst

genau, ohne ihn zu zeichnen.
f(x) =2x* -12x + 4

Scheitel mit Hilfe quadrat. Ergédnzung:
flx)=2(x*—6x+2)=
=2(x?-2-3-x+32-3242) =
=2[(x—-3)2-9+2]=2(x—-3)>—-14
= S(3|-14)

a = 2: Gy nach oben geoffnet, daa > 0,
enger als die NP, da |a| > 1

W = [-14; 40|

f hat zwei Nullstellen, da S unterhalb der x-

Achse liegt und die Parabel nach oben
gedffnet ist.

2. Bestimme den Funktionsterm des
Graphen.

S(2|—1) und P(4|2) ablesen und in
Scheitelpunktform einsetzen:
1) y=a-(x—2)*-1
2) 2=a-(4-2)2-1
2=4a-1
3) =2a= 3
4

4) =f@=1(x-2?-1

3. Lo6se die Gleichungen.

a) 4x>—32=0
b) 5x%=2x
c) 3x2—-2x=2x+4

a) ..4x%=32
x2=38
X172 = i‘/g
b) .5x2—-2x=0
x(5x — 2) = 0 (Nullstellenform)
2
x; =0und x, = :
c) ..3x%2—4x—4=0(MF)

+4+. /16 —4-3-(—4)
2-3

X12 =

_4++64
T 6

DX =2,%=—=
3
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11l Quadratische Funktionen in Anwendung

Bestimmen des Funktionsterms
Fall 1: drei Punkte € G, gegeben

Losung: f(x) = ax?+ bx + ¢ liefert ein Gleichungssystem mit drei
Gleichungen um a, b und ¢ zu bestimmen.
1. Eine Gleichung nach einer Variablen auflésen
2. Diese durch Einsetzen in den anderen beiden Gleichungen
eliminieren
3. Einsetz-/Additionsverfahren anwenden

Fall 2: S und P gegeben - Scheitelpunktform verwenden
Fall 3: Zwei Nullstellen gegeben - Nullstellenform verwenden

Extremwertprobleme:

Fuhrt die Suche nach dem Extremwert einer GroRe auf eine quadratische
Funktion, so liefert die y — Koordinate des Scheitels von G, diesen
Extremwert. (vgl. Aufgabe 2)

Schnittpunkte (SP) von Funktionsgraphen berechnen:

1. Funktionsterme gleichsetzen

2. jede Losung dieser Gleichung liefert x — Koordinate eines SP

3. y —Koordinate eines SP erhalt man durch Einsetzen der x —
Koordinate in eine der beiden Funktionsgleichungen

1. Bestimme den Funktionsterm der

guadratischen Funktion f, deren Graph
Gy durch die Punkte A (1]0),B (2| — 1)
und C (3]|2) verlauft.

Setze jeweils die Punkte A, B und C in die
allgemeine Formy = ax? + bx + ¢ ein:
(D0=a+b+c

(U —1=4a+2b+c
(IN2=9a+3b+c

() nach a und in (INund (111
a=-b—-c
(UnN*—1=4(-b—-c)+2b+c
~1=-2b-3c (UID*
(IID*2=9(-b—c)+3b+c
2=—6b—8c ()™
LGS mit (II)** und (II11)** lésen: ...

b=14;c =-9
in (I)einsetzen und nach a auflosen
>a= -5

= f(x) =—-5x*+14b—9

Mit einem Zaun der Lange 800 m

soll eine moglichst grof3e rechteckige
Flache eingezdunt werden. Welche MalRe
hat die Flache?

a: Lange; b: Breite
Nebenbedingung: U = 2a + 2b = 800
>a=400—-b
Wert der extrem werden soll: A=a-b
A = (400 — b) - b = —b% + 400b =
= quadrat.Erginzung =
= (b —200)2 + 40000
= 5(200]40000)
A: Fur b = a = 200m wird die Flache mit
40000m? maximal.

Berechne die Schnittpunkte der Graphen
der beiden Funktionen f und g mit

flx) = —x+3,5 und g(x) = =2

2x-2"

x+1

1. —x+3,5= P
2. x+1=(—x+3502x—-2)
x+1=-2x*42x+7x-7
2x2—-8x+8=0
2x2 —4x+4) =0
2(x — 2)? = 0 (oder Losungsformel)
X2 =2

3. Schnittpunkt S(2]1,5)
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IV Wahrscheinlichkeit verknipfter Ereignisse 1. Das AEG hat 1200 Schiilerinnen. 30% a)
von ihnen engagieren sich in der SMV. adchen uneen
Vierfeldertafel: Liefert Ubersicht iiber absolute bzw. relative Haufigkeiten 65% der Aktiven sind Madchen. Von der sMy 08 e 126 03 0=
zweier Ereignisse A und B sowie deren Verknlpfungen. Schilergruppe, die sich nicht engagiert, ST 045 -840 = 462 1200 — 360 =
B B ; B B sind 45% Madchen. = =
_ | _ a) Erstelle eine Vierfeldertafel mit o °% 1200
A | HANB) | HANB) | HA) A | PUNB) | PUNBE) | P absoluten Haufigkeiten. b) P(Junge N SMV) = 22 =
A | HANB) | H@ANB) | HQA) A | P(ANE) | P(AnB) | P b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, _ _ N 1200
_ | N dass eine zuféllig ausgewahlte = 0,105 =10,5%
H(B) H(B) n P(B) P(B) P(@) Person mannlich und in der SMV ist.
2. Jonas stellt eine Fotocollage aus 40 —
, _ _ _ _ Bildern zusammen. Er hat Freunde auf 20 F F
Zerlegung einer Ergebnismenge: Die Schnittmengen ANB,AnB, ANB Bildern fotografiert. Auf 12 Fotos sind s 10 12
und A'n B bilden eine Zerlegung der Ergebnismenge (. Das hei3t: Jedes Sonnenuntergénge zu sehen; auf zwei 3 18 o 28
Ergebnis w € Q gehort genau einer dieser Teilmengen an. dieser Sonnenuntergangsfotos sind
o o ) o ) Freunde abgebildet. Betrachtet werden 20 20 10
Fir die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge A U B gilt: die Ereignisse: S: ,Das Foto zeigt einen a) P(SnF)=22=259
P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB) Sonnenuntergang.” und F: ,Auf dem Foto e
sind Freunde zu sehen.” P(S) = 0 70%
a) Bestimme P(S N F) und P(S). b) P(SUF)=P(S)+P(F)—P(SNF) =
b) Bestimme P(S U F). Y 2 — 759
40 40 40
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V Ahnlichkeit und Strahlensatz 1. Begrunde, dass die Rechtecke ABCD Ahnlich, weil sie beide vier rechte Winkel
(I =16cm,b = 6cm) und A'B'CD (I' = haben UND die Verhaltnisse der sich
Zwei Figuren heiRen &hnlich zueinander, wenn man sie durch 6,4cm, b’ = 2,4cm) ahnlich sind und entsprechenden Seitenléangen
malfistabliches VergréRern bzw. Verkleinern auf zueinander kongruente bestimme den Ahnlichkeitsfaktor. Ubereinstimmen.
Figuren abbilden kann. _ L 16ecm 25 = 6cm b
' 6,4cm ’ 2,4cm b’
Ahnlichkeitsfaktor k: Streckungsfaktor, mit dem alle Strecken multipliziert
werden. 2. Die Flacheninhalte A und A’ zweier 7

Eigenschaften &hnlicher Figuren:
Entsprechende Winkel sind gleich grol3 und entsprechende Strecken haben
stets das gleiche Langenverhéltnis.

ahnlicher Dreiecke verhalten sich wie
49: 16; ihre Umfange U und U’
unterscheiden sich um 18cm. Berechne
die Umféange der beiden Dreiecke.

kZ'A=A’=>k2=A—=4—9=>k=—
A 16 4
a+b+c=a +b"+c" —18cm

a+b+c=£(a+b+c)—186m
186m=2(a+b+c)

2dem=a+b+c=U
= U' =24cm + 18cm = 42cm




Ahnlichkeitsséatze fur Dreiecke

Zwei Dreiecke sind zueinander ahnlich, wenn ...

WW-Satz: ... sie in zwei Winkeln Ubereinstimmen
S:S:S-Satz: ... sie im Verhaltnis entsprechender Seitenlangen
Ubereinstimmen.

Streckenlangespniiche rigur = K * Streckenlangeoriginaifigur
Flacheninhaltspiiche rigur = k* - Flacheninhaltoyigimafigur
VOlumenéhnliche Figur = k3 ' VOlumenOriginalfigur

3. Die Geraden g und h sind parallel.
Berechne die fehlenden Streckenlangen x
und y.

V-Figur:

- 9 A : 3 2x+ 4
= =) = =3
B 2 6+ TG e <~
>x=4

6 _ 643

9

Strahlensatz V-Figur X-Figur:
al_bll az_bZ. Cl_al. Cl_bl Zzi:)x‘:
a b’ a b’ ¢ a’ ¢ b 7 AR
gllh y )
—=—>=y=375
. s 2l 7,5 Y
Strahlensatz X-Figur P
a_b, a_m,. a_b ok
a - b’ c - a’ c -
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VI Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten und n-te Wurzel

Potenzfunktionen mit natlrlichen Exponenten
Eine Funktion f:x » a- x™ (n € N, a € R \{0} hei3t Potenzfunktion. Der
Exponent n gibt den Grad der Potenzfunktion an.
n gerade:
e  Achsensymmetrisch zur y-Achse

charakteristischer Verlauf & Monotonieverha.
. a > 0: von links oben nach rechts oben;

W = R§
Fallt bis x < 0; steigtab x > 0

. a < 0: von links unten nach rechts unten;
W =R;
Steigt bis x < 0; falltab x > 0

1. Gib an, ob der Graph achsensymmetrisch
zur y-Achse oder punktsymmetrisch zum
Ursprung ist und beschreibe den
charakteristischen Verlauf des Graphen.
a) f(x)=0,2x8
b) g(x) = —4x3
c) h(x)=-0,9x*

d) i(x) = 6x°

a) Achsensymm. zur y-A. ; von links oben
nach rechts oben

b) Punktsymm. zum Ursprung; von links
oben nach rechts unten

¢) Achsensymm. zur y-Achse; von links
unten nach rechts unten

d) Punktsymm. zum Ursprung; von links
unten nach rechts oben

2. Berechne ohne Taschenrechner.

a) V64
b) °|=

64
c) V125
d) 10,0001

a) .=V4-4-4=4
6 1 1
b) .= \/2-2-2-2~2~2 T2
c) ..=35-5-5=5
d ..=Y01-01-01-01=0,1
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Die n-te Wurzel einer Zahl a (a = 0) ist diejenige nicht negative Zahl, deren
n-te Potenz a ergibt. Schreibweise: Va, n € N,n > 2.

Achtung: /=8 existiert nicht, obwohl (=2)3 = -8 ist!

Die Gleichung x3 = —8 hat demnach die Losung x = —/|—8| = —8.

Potenzen mit rationalen Exponenten:

1 z z
Fira>0,z€ZneNn>2git ai=Ya & an = Yaz & a‘zz,ﬁ_z
Potenzgesetze:

Fira,b > 0undr,s € Q gilt: Potenzen mit ...
(1) ... gleicher Basis: a”-a’=a"t bzw. —~=a°

(2) ... gleichem Exponenten:  a” -b" = (a-b)" bzw. Z_r = (E)T

(3) Potenz einer Potenz: (@)s=a"*

3. Vereinfache so weit wie moglich.
(a,t,x,y > 0)

a) (V)
b) Vat

C) (,Vt—s) 2n

e

_2 _% - 1
a) :(212) =y22=y4=F
= 4 1
b) —Z_j’l’za;—l:a;—i/a
34 2N 3
c) =(tﬁ) = tn?" = 6
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VIl Satz des Pythagoras

Satz des Pythagoras:

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flacheninhalte der beiden
Quadrate tber den Katheten gleich dem Flacheninhalt es Quadrates Uber der
Hypotenuse.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit Hypotenuse c gilt: a + b? = ¢?

Kehrsatz zum Satz des Pythagoras:
Wenn fir die Seiten a, b und c eines Dreiecks die Gleichung a? + b? = ¢? gilt,
dann hat das Dreieck ABC bei C einen rechten Winkel.

Berechnungen an Figuren und Korpern:

Diagonale im Rechteck: d =+Va? + b?
im Quadrat: d=av2
Raumdiagonale im Quader: a?+b? +c?
im Warfel: d=aVv3
Hohe im gleichseitigen Dreieck: h = %ax/§
Flache ... A=2a%3

1. Berechne die fehlende Seitenlange.

Bdm
x 4c

a) b) X

a) x2+ (8dm)? = (17dm)?

x =/289dm? — 64dm? = 15dm
b) (4cm)? + (3cm)? = x?

x =V16cm?2 + 9¢cm? = 5¢cm

2. Ist das Dreieck BGH rechtwinklig?

b =4cm,g =6cm,h =7cm

Die langste Seite misste die Hypotenuse
sein: h? = (7cm)? = 49cm?

b? + g? = 16cm? + 36cm? = 52cm? # h?
Das Dreieck ist nicht rechtwinklig.

3. Berechne den Flacheninhalt eines Dreiecks

mita = b =c = 12cm.

1 1 1
A=1g-h=112em- (3 12emV3) =
= 36v/3cm?

4. Berechne die Seitenléange eines Quadrats

mit Diagonale d = 12 cm.

d=aVv2=12cm = a=6V2cm

Berechne die Pyramidenhdhe
h und die Hohe k der
Seitenflache fur eine
guadratische Pyramide mit
den Kantenlangen a =
20cmund s = 25cm.

h? + Gd)z =s?>h?=s2— (%d)2

h= \/(256m)2 — (10vZem)” = 5vT7cm

a 2
€+ (5) =52 = k= J@Bem)? — (10em)?
=5vV21cm
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VIIl Trigonometrie

Definition:

Fir die Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Dreieck legt man fest:
Gegenkathete von a

sina =
Hypotenuse
Ankathete von a
cosa =———
Hypotenuse
Gegenkathete von a
tana =——

Ankathete von a

Hypotenuse

Besondere Werte von Sinus, Kosinus und Tangens:

Q 0° 30° 45° 60° 90°
sin ¢ 0 3 32 3 1
Cos 1 %\E %‘E % 0
tang | 0 | ¥ | G| e

Beziehungen zw. Sinus, Kosinus, Tangens: 0°<¢ <90°
(1) sing = cos (90°-¢) ; cos@ = sin (90°-¢)
(2) sin?¢@ +cos?p =1
__ sing , °
(3) tangp = oso mit ¢ # 90
Sinus & Kosinus am Einheitskreis
Ist P(x]y) ein Punkt auf dem Einheitskreis und o der Winkel zwischen 0° und
360° mit der positiven x-Achse als erstem und der Strecke OP als zweitem

Schenkel, so legt man fest:
P(cos a | sin a)

Die Vorzeichen von cos und sin sind dem Schema zu entnehmen.

MY

AT Sinus Kosinus
i g \\
/ sino
|'l o | >.< + + - +
1 Ofcosax 4~
\. / _ _ B N
S

1. Berechne a,b,§ und 8.

a) sin30° = 2 S5qg= 8,5m - sin 30° =
8,5m

cos? a-sin?

2. Vereinfache so weit wie moglich.

+1

tan? a—1

4,25m
cos 30° = SLINN b = 8,5m - cos30° =
8,5m
17V3
—m
4
J O
23dm b) tané = 23dm 5 = tan~1 2 ~ 56,9°
5\ ivdm
— — -1 =2 ~ o
tan g = Saam > [ = tan ” 33,1
cos? a sin? a

b - +1=

_ cos? a(cos? a—sin? a)

sinZ a—cos2 a sin? a—cos? a
cos?a cosZa

cos? a-cos? a—sin? a-cos? a 1=
sin? a—cos? a

+1=

sin? a—cos? a
—cosla+1=
1—cos’a =
sin? a

Bestimme die beiden zwischen 0° und
360° liegenden Winkel mit

a) cosa = 0,5

b) sina = —0,5v2

a)

b)

1. Winkel: a; = 60°

2. Winkel befindet sich im IV. Quadranten
wegen +0,5 (positiv)

= a, = 360° — 60° = 300°

1. Winkel @; = 315° (TR liefert —45°.
D.h. man muss 45° von den 360°
subtrahieren)

2. Winkel befindet sich im Ill. Quadranten
wegen —%\/f (negativ)

= a, = 180° + 45° = 225°
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Zu jedem Sinus- und Kosinuswert gehéren im Allgemeinen zwei Winkel. Der
TR liefert jedoch nur einen. Der andere Winkel muss selbst bestimmt werden.

Sinussatz

In jedem Dreieck ABC gilt:
a__sina  a _ sina, b _ sing
b_sinﬁ' c_siny' c_siny

Kosinussatz (verallgemeinerter Satz des Pythagoras)
In jedem Dreieck ABC qilt:

a’? = b?+c? —2bc-cosa

b? = a? + c¢? — 2ac - cos

c? =a?+b?—2ab - cosy

4. Berechne die Streckenlangen x und y.

80° 60°
75m

sin 80° x sin 80°
- =—=x=75m-= ~ 114,9m
sin 40° 75m sin 40°
sin 60° y sin 60°
— — = N/ 5mEEs ~ 101,0°
sin 40° 75m sin 40°

5. Berechne die fehlenden Grof3en « und b
des Parallelogramms. e und f sind die
Diagonalen.

a=6cm

a = 180° — B = 60° (Nachbarwinkel)

c? =a®+b?—2ab -cosy

82 =62+b>—2-6-cos120°
64 =36+ b%+6b
0=bh?>+6b—28

bljz = —6+V36+4-28 £ _3 i\/ﬁ

2
b= (-3++/37 )m ~ 3,08m
(negative Lésung mach keinen Sinn, da b
eine Lange ist)




